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PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Durée : 4 heures

CORRECTION
1)... -1
1. Posons o, = a(at+1)...(a+n ) Alors lim Ontl _ lim atn = 0 et donc le rayon de conver-
(n!)? n—+oo n—+oo (n + 1)2

gence de cette série entiére est infini.
1
2. (@ eSia=1,a,= —et donc fi(z) = €.
n.
e Siaa =0, a, =0pourk > 1etdonc fi(z) = 1.

1 2
e Sia=—-1,0p=1,a; = —2,a9 = ~ eta, =0pourn > 3,doncona fi(z) =1— 2z + %
—n)(— 1)...(— k—1
(b) Pourn e Netk >n+1, (=n)(=n+ (3@ ')g nt ) = 0 puisque I'un des termes du numérateur est
—n)(— 1)...(—1 —1)"
nul, de plus o, = (=n)( T(L —:_) )-(=1) = ( ') est non nul, donc f_,, est un polyndéme de degré n.
n n!
§ j § : (2n): d f hypotheses d
3. Ona f 1 =1+ 22n n' = m, or cette derniere une série qui satisfait aux hypotheses du
= (2k)!
théoreme des séries alternées, donc la somme partielle s,, = E 22 TRV (k173 peut étre considérée comme une
1 h/ d b 1 . f, . R . (277,)
valeur approchée de f 1 (1) avec un erreur absolue inférieure a ¢, = W
21 19807
Avec Maple, on t = —— > 2103 etegg = 2.1073, ddonc S5 = —— ~
vec Maple, on trouve e5 10240 > et eg 515760 < on prend donc Sp 30730

0,6447591146 comme valeur approchée de f 1 (—1).

1I-

1. Par théoréme du cours y est de classe € sur l'intervalle R et ses dérivées vérifient sur cet intervalle

= Z napz" = Z(n + Dap12"
n=1 n=0
et -
y'(x) = Z n(n — 1)a,z" >
n=2
On a donc
d?y dy G 2 n—1
0= xﬁ( x)+ (1 - :U)@(x) —ay(z) = (a1 —a) + 22[71 an — (a+n—1)ap_1]z" .

n=2

On en déduit par unicité du développement en série entiere que a; = « et pour tout n > 2,

na, — (a+n—1)a,_1,



2.

c’est-a-dire
a+n-—1
an = Tan,l.

Comme on a ap = 1 les coefficients sont uniquement déterminés :

vne N, a, = ala+1)..(a+n— 1).
(nl)?
Et l'on trouve une solution unique y = f, qui est bien une série de rayon de convergence infini.
Si g(z) = €*fo(—x), on a dong, pour tout z € R, ¢'(z) = €*(fa(—2) — fi(—2)) et ¢"(x) = *(fa(—2) —
2/ (~x) + fi(~a)), d'ou:

2
Ve € R, 2 8(@)+ (-2 T2@) — ag(e) =~ (~x) £A(-w) + (14 2)fa(~2)  afa(~2)

2
or (—z)fo(—z)+(1+z) fL(—x)—afo(—x) = 0 d’apres la question précédente, d’ou x%(mﬂ— (1 —x)j—i(m) -
ag(x) = 0, alors cette équation et la condition ¢g(0) = 1 entrainent par unicité que Vz € R, g(z) = fi—_q(x),
d’otr:

Ve e R, fi_q(x) =€ fo(x).

Pour n > 1 et d’apres la question précédente, f,,(z) = e” f,,—1(—x), donc Ini1(2) = fon(=2) D’ou

cfa(z)  af_gr)(—x)

lim fn-‘rl(x) _ (_1)na—n :l
w00 ofp(x) (D" lorn 0

-111-

+o00 d
La changement de variable © = tan(3), montre que G(z) = / Wusn)u?' puis le changement de
0 —
variables v = V1 — zu conduit a
1 o dy ™
G(r) = —— 5 = .
Vi—xz Jo 1+ 2v/1 -z
(a) L'étude de la fonction ¢ : u +— (1 — u)e" sur | — oo, 1[, montre qu’elle croissante sur | — oo, 0] et

décroissante sur [0, 1], donc on peut conclure que Vu < 1, p(u) < ¢(0) = 1 ou encore

1

Yu <1, e* < )
1—u

(b) Sif e [0, g} etz < 1,alors zsin?0 < 1 et dong, d’apres I'inégalité de la question précédente, on a :

2 dé T 1
o(z) < /0 T

1—xsin29: 21—z

De plus la fonction sous signe intégral est positive, donc ¢(z) > 0.
(c) Pourz < —letf € {0, g] posons u = v/ —x sin . Alors

5 V-z 0<cosf<1 [V—T 1
o(z) = /2 e :/ e _du e 7§)S ; / e v’ du > ! / e dy = —£
0 0 cosf/—z 0 V- 0

1

1
)
01‘10:/ e “du>0.
0



™

2
3. (a) Pourk>1,0onal;= / sin?*~! - sin xdz. En posant u(z) = sin?* ! z et v'(z) = sin x et en intégrant
0
par parties nous obtenons :

™

g s
I, = [ — cosz - sin?* 1 3:] + (2k—1) / * oz - sin? 2 pd (1)
0 0
= (2k-1) /2 (1 —sin’ z) sin?* 2 zdz (2)
0
= (2k—1)Ix_1 — (2k — 1)I}. 3)
2k —1

Donc (2k)I; = (2k—1)I;_1 ou encore I}, = 5% Ij,_1. D’autre part, Iy = g, et finalement, pour k& > 1,

13..2k—D)m  w(2k—1!n

L, =—-—" 7 X
M4 (2k) 1 2 22R(k1)2 2
in6 — zF 2k m |2 2k |1”k
(b) Pour tout x réel, on a **"" = E o sin“" 0 et VO ¢ [O, 5} A sin“” 0| < o donc la série converge

. . N 7T . s N
uniformément par rapport a 6 sur [0, 5] , donc on peut intégrer terme a terme :

2 xsin? 0 = a
o(z) :/0 e dGZZH[k.
k=0
En remplagant I;, par sa valeur trouvée précédemment, on obtient :
s
p(r) = §f% ().
(c) Linégalité de la question 2.2b de cette partie montre que lim fi(z) = lim ¢(z) = 0. De méme, la
r——00 2 T—r—00

-1
question 2.2b de cette partie, montrer que / ¢(x)dx est divergente par comparaison avec l'intégrale

—00

-1 -1 0
/ dix, donc il est de méme de l'intégrale / f 1 (x)dx et aussi de l'intégrale / f 1 (z)dz.

o VT

Wl

Wl

4. p(-1) = / e~ **%49. Comme f1 (—1) = 0,64543.10"%, alors [ ~ ¢ 5"*?df = 1,0134+10"*. En particulier,
2

0 0
©(—1) > 1,013 > 1, donc p(—1) # 1. Mais 1 < ¢(—1) < 1,02. Donc en prenant ¢(—1) = 1, on commet une
erreur absolue inférieure 4 2.1072.

TV-

1l est clair que F est de classe 2 sur R? privé du plan (oyz). Pour tout (z,y,z) € R? tel que y* + 2> # Oon a
r#0et

oF -z x
7('%73/72) = jfa(r) + ?fcly(T)v
ox 2r2 r2
et par symétrie, on obtient

oF -

5y (@02 = 2 falr) + 5 S (r),
&U r2 r2

oF —Z z
7(1’73/72) = §foé(7’)+7§f(;(7’)
9z 2r2 r2

De méme,



P = - (3) (D) (2) - (25) (5) i + e

et par symétrie, on obtient

s = —E () (7 (1) - (L) (2) s+ S
S (4 e+ (4) (4) 2200

) = (2 (D)7 () ne- () () )+ S0

”
D’ou
O’F 0*F O*F  =3fa(r) 5 falr) 1fh(r) 3 fL(r) fLor)y  fl(r)
Pz Py 9z s +1 rs 2 rs 2 s 3 rs * rz
VA ACINAL
4 rz rz r2
= S (B2 o).
T2
et
roF 1 o x x 1 falr)
St e = L (TR0 SR0) + T
) B0, )
2> 2 4r3
_ L (falr) Jfa(r)
= r3<2_rfa(r)+ Ir )

Ainsi, F est solution de I'équati dérive el ¥F+WF+WF roF 1
1msi, £/ est solution de 1 equation aux derivees partielies 7
! ’ O*rx 0% 0%z xdxr 4r?

1 1
si, 7 f(r)+ (1 —7r)fL(r) + §fa(r) = 0, la condition recherchée est donc o = —5

(4)

(10)
(11)

(12)

(13)
(14)

(15)

4+ —F = 05si, et seulement



